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Доказано совпадение ограниченных в пространстве в произвольный мо-
мент времени однородно-винтовых бесконечно дифференцируемых ре-
шений задачи Коши для квазигидродинамической системы и системы
Навье–Стокса. Показано, что любое гладкое решение задачи Коши для
системы Навье–Стокса, подчиняющееся обобщенному условию Громе-
ки–Бельтрами, а также некоторым условиям ограниченности в про-
странстве, удовлетворяет квазигидродинамической системе. Приведе-
ны примеры решений. Дана постановка нерешенной задачи, в которой
требуется доказать существование и единственность гладкого решения
задачи Коши для квазигидродинамической системы.
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Введение
Классическая система Навье–Стокса является основной математической мо-
делью в динамике ньютоновской жидкости [1]. В 1993 году автором была предло-
жена [2] альтернативная система уравнений для описания движений слабосжимае-
мой вязкой жидкости, получившая название квазигидродинамической (КГД). Тео-
ретическое обоснование подхода дано в [3]. Выявлению глубоких связей уравнений
Навье–Стокса и КГД посвящена монография [4]. В работах автора [5–9] продол-
жено аналитическое исследование свойств КГД системы. В частности, приведены
примеры ее однородно-винтовых решений [6], а также решений, подчиняющихся
обобщенному условию Громеки–Бельтрами [7].
В настоящей работе доказано совпадение ограниченных в пространстве в про-
извольный момент времени однородно-винтовых бесконечно дифференцируемых
84
О РЕШЕНИЯХ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ КВАЗИГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ... 85
решений задач Коши для квазигидродинамической системы и системы Навье–
Стокса. Показано, что любое гладкое решение задачи Коши для системы Навье–
Стокса, подчиняющееся обобщенному условию Громеки–Бельтрами, а также не-
которым условиям ограниченности в пространстве, удовлетворяет квазигидроди-
намической системе. Приведены примеры решений. Дана постановка нерешенной
задачи, в которой требуется доказать существование и единственность гладкого
решения задачи Коши для квазигидродинамической системы.
1. Задача Коши для квазигидродинамической системы и системы
Навье–Стокса
Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости без
учета внешних сил в стандартных обозначениях может быть представлена в виде





(?⃗?− ?⃗?) · ∇)︀?⃗? +∇𝑝 = 𝜈∆?⃗? + 𝜈∇(︀div ?⃗?)︀+ div (?⃗?⊗ ?⃗?). (1.2)
Вектор ?⃗? вычисляется по формуле ?⃗? = 𝜏
(︀
(?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝)︀. Здесь 𝜈 – коэффициент
кинематической вязкости жидкости. Символом ∆ обозначен оператор Лапласа,
действующий на векторное поле. Постоянная средняя плотность жидкости 𝜌 по-
ложена равной единице. Система (1.1) – (1.2) замкнута относительно неизвестных
функций – скорости ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡). Характерное время релак-





где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Параметры 𝜈 и 𝜏 являются положительными
константами.
Если в (1.1) – (1.2) пренебречь членами, содержащими 𝜏 , то получим класси-
ческую систему Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости:
div ?⃗? = 0, (1.3)
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝 = 𝜈∆?⃗?. (1.4)
Пусть Ω = {(?⃗?, 𝑡) : ?⃗? ∈ R3?⃗?, 𝑡 > 0} – множество в пространстве R3?⃗?×R𝑡. Добавим




= ?⃗?0(?⃗?), ?⃗? ∈ R3?⃗?. (1.5)
Будем считать, что функция ?⃗?0 = ?⃗?0(?⃗?) является бесконечно дифференцируемой
и ограниченной на R3?⃗?. Для системы Навье–Стокса векторное поле ?⃗?0 соленои-
дально, т.е.
div ?⃗?0 = 0. (1.6)
В случае квазигидродинамической системы ограничение (1.6) не накладывается.
Давление 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) в (1.1) – (1.2) и (1.3) – (1.4) определено с точностью до
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произвольной функции времени. Чтобы исключить эту неоднозначность, можно
положить
𝑝(⃗0, 𝑡) = 𝑝0, 𝑡 > 0. (1.7)
Здесь 𝑝0 – заданное положительное число.
Определение 1. Гладким решением задачи Коши (1.1) – (1.2), (1.5) для
квазигидродинамической системы назовем функции ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) ∈ C∞(Ω),
𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) ∈ 𝐶∞(Ω), удовлетворяющие при всех (?⃗?, 𝑡) ∈ Ω уравнениям
(1.1)− (1.2), а также начальному условию (1.5).
Определение 2. Гладким решением задачи Коши (1.3) – (1.4), (1.5) для системы
Навье–Стокса назовем функции ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) ∈ C∞(Ω), 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) ∈ 𝐶∞(Ω), удо-
влетворяющие при всех (?⃗?, 𝑡) ∈ Ω уравнениям (1.3)− (1.4), а также начальному
условию (1.5).
Будем рассматривать гладкие решения задачи Коши, ограниченные в про-
странстве R3?⃗? в произвольный фиксированный момент времени, т.е. для любого
𝑡 ∈ [0,+∞) существуют положительные числа 𝐶1 = 𝐶1(𝑡) и 𝐶2 = 𝐶2(𝑡), такие, что
каждого ?⃗? ∈ R3?⃗? выполняются неравенства
|?⃗?(?⃗?, 𝑡)| 6 𝐶1, |𝑝(?⃗?, 𝑡)| 6 𝐶2. (1.8)
2. Совпадение однородно-винтовых решений задачи Коши для обеих
систем
Пусть (?⃗?, 𝑝) – решение задачи Коши для одной из рассматриваемых систем при
заданном начальном условии (1.5). Определим вихрь поля скорости ?⃗?=(𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)
по формуле
?⃗? = rot ?⃗? =
⃒⃒⃒⃒




Здесь ?⃗?, ?⃗?, ?⃗? – единичные орты правой прямоугольной декартовой системы коор-
динат 𝑜𝑥𝑦𝑧.
Определение 3. Решение (?⃗?, 𝑝) назовем однородно-винтовым, если существует
такая вещественная постоянная 𝜆 ̸= 0, что выполнено равенство
?⃗? = 𝜆?⃗?. (2.2)
Для дальнейшего исследования свойств однородно-винтовых решений потре-
буется
Теорема 1. Ж. Лиувилль Гармоническая в пространстве R3?⃗? ограниченная функ-
ция постоянна.
Доказательство этой теоремы приведено в [10] на с. 257–258. Сформулируем
основной результат данного пункта.
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Теорема 2. Для того, чтобы пара функций (?⃗?, 𝑝), ограниченных на R3?⃗? в любой
момент времени, являлась гладким однородно-винтовым решением задачи Коши
для квазигидродинамической системы, необходимо и достаточно, чтобы (?⃗?, 𝑝)
была таким решением для системы Навье–Стокса.
Доказательство. Необходимость. Пусть (?⃗?, 𝑝) – гладкое однородно-винтовое ре-
шение задачи Коши (1.1) – (1.2), (1.5), удовлетворяющее условию (1.8). Подейству-
ем оператором «div» на обе части равенства (2.2). Принимая во внимание (2.1),
получим
𝜆 div ?⃗? = div ?⃗? = div (rot ?⃗?) = 0. (2.3)
Поскольку 𝜆 ̸= 0, из (2.3) следует, что векторное поле ?⃗? на множестве Ω является
соленоидальным:
div ?⃗? = 0. (2.4)
Из (1.1) находим























При проведении выкладок было использовано соотношение (2.2), а также извест-
ное (см. [1], с. 32) векторное тождество
(︀





?⃗? × ?⃗?]︀. (2.7)
Из (2.5) и (2.6) выводим уравнение Лапласа




















+ 𝐶2 = 𝐶. (2.10)
При получении оценки (2.10) использованы неравенства (1.8). По теореме Лиу-




+ 𝑝 = 𝑝0(𝑡). (2.11)
Отсюда





где 𝑝0(𝑡) – произвольная функция времени, принадлежащая классу гладкости
𝐶∞
(︀
[0,+∞))︀. Из (2.6) и (2.11) находим
?⃗? = 0. (2.13)
В силу (2.4), (2.13) все добавочные к уравнениям Навье–Стокса члены в (1.1)
– (1.2) обращаются в ноль. Пара функций (?⃗?, 𝑝), где давление 𝑝 определяется
формулой (2.12), удовлетворяет на Ω системе Навье–Стокса (1.3) – (1.4). Равенство
(1.6) получается из (2.4), если положить 𝑡 равным нулю.
Достаточность. Пусть пара функций (?⃗?, 𝑝) задает гладкое однородно-винто-
вое решение задачи Коши (1.3) – (1.4), (1.5) для системы Навье–Стокса, удовле-












В силу (2.2) и свойств векторного произведения последнее слагаемое в правой
части (2.14) обращается в ноль. Поэтому
𝜕?⃗?
𝜕𝑡






Подействуем оператором «div» на обе части равенства (2.15). Принимая во вни-
мание (1.3), (2.9) и теорему Шварца, получим уравнение (2.8). Из него вытекают




Пара (?⃗?, 𝑝) образует точное решение задачи Коши (1.1) – (1.2), (1.5) для квази-
гидродинамической системы.
3. Построение однородно-винтовых решений задачи Коши
Примеры общих однородно-винтовых решений задач Коши для систем Навье–
Стокса и КГД можно построить по схеме, предложенной чешским физиком Вик-
тором Тркалом [11]. Используя известное тождество
∆?⃗? = ∇(︀div ?⃗?)︀− rot ?⃗?, (3.1)
а также формулы (2.1), (2.2) и (2.4), представим (2.16) в виде
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
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Подстановка (3.3) в (2.12) дает






Формулы (3.3) и (3.4) задают на множестве Ω искомое гладкое решение за-
дачи Коши. Бесконечно дифференцируемое и ограниченное на R3?⃗? поле скоро-
сти ?⃗?0 = ?⃗?0(?⃗?) в начальный момент времени должно удовлетворять уравнению
Громеки–Бельтрами
rot ?⃗?0 = 𝜆?⃗?0, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, (3.5)














Здесь 𝑈 и𝐻 – константы, имеющие размерности скорости и длины соответственно,
𝑈 ̸= 0, 𝐻 > 0. Вычислим
rot ?⃗?0 =
⃒⃒⃒⃒



























где 𝜆 = 1/𝐻. Таким образом, равенство (3.5) выполняется и ?⃗?0 является собствен-
ной функцией оператора «rot». Если принять во внимание (1.7), то зависимости

















𝑝 = 𝑝0. (3.8)
Помимо (3.7), (3.8), можно построить и другие решения задачи Коши, напри-
мер, решение Арнольда–Бельтрами–Чайлдресса (ABC) и решение Беркера [6], [12].
Подчеркнем еще раз, что все эти однородно-винтовые решения являются точны-
ми не только для системы Навье–Стокса, но и для системы КГД. Однако они не
удовлетворяют классической системе Эйлера
div ?⃗? = 0,
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝 = 0.
4. Решения задачи Коши, удовлетворяющие обобщенному условию
Громеки–Бельтрами
Точные решения нестационарной системы Навье–Стокса, удовлетворяющие
обобщенному условию Громеки–Бельтрами, рассматривались в [13]. В [7] приведе-
ны примеры таких решений, общих для систем Навье–Стокса и КГД. Центральный
результат данного пункта может быть сформулирован следующим образом.
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Теорема 3. Пусть (?⃗?, 𝑝) – гладкое решение задачи Коши для системы Навье–
Стокса, удовлетворяющее неравенствам (1.8) и обобщенному условию Громеки–
Бельтрами
rot [?⃗?× ?⃗?] = 0. (4.1)
Кроме того, для каждого 𝑡 ∈ [0,+∞) существует положительное число
𝐶3 = 𝐶3(𝑡), такое, что для любого ?⃗? ∈ R3?⃗? выполняется неравенство
|𝛹(?⃗?, 𝑡)| 6 𝐶3, (4.2)
где




[?⃗?× ?⃗?] · ?⃗?)︀ 𝑑𝑠 (4.3)
– криволинейный интеграл второго рода, не зависящий от пути интегрирования,
соединяющего точки 0⃗ и ?⃗?. Тогда пара (?⃗?, 𝑝) является гладким решением задачи
Коши для квазигидродинамической системы.
Доказательство. Пусть (?⃗?, 𝑝) – гладкое решение задачи Коши для системы
Навье–Стокса, удовлетворяющее неравенствам (1.8) и подчиняющееся обобщен-
ному условию Громеки–Бельтрами (4.1). Тогда на множестве Ω выполняется ра-
венство
div ?⃗? = 0. (4.4)











Подействуем оператором «div» на обе части равенства (2.14). Принимая во вни-











С помощью (4.5) и (4.6) находим
div ?⃗? = 0. (4.7)
Таким образом, равенство (1.1) выполняется.
Из (4.3) следует, что
∇𝛹 = [?⃗?× ?⃗?]. (4.8)






+ 𝑝− 𝛹. (4.9)














+ 𝐶2 + 𝐶3 = 𝐶. (4.10)
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При получении оценки (4.10) были использованы неравенства (1.8) и (4.2). В силу




+ 𝑝− 𝛹 = 𝑝0(𝑡). (4.11)








Следствием (4.5), (4.8) и (4.9) является равенство
?⃗? = 𝜏∇𝜙. (4.13)
Подстановка (4.11) в (4.13) дает
?⃗? = 0. (4.14)
Равенства (4.4) и (4.14) позволяют сделать вывод о том, что все добавочные к урав-
нениям Навье–Стокса члены в КГД системе обращаются в ноль. Таким образом,
пара функций (?⃗?, 𝑝) будет гладким решением КГД системы.
5. Построение решений задачи Коши, удовлетворяющих обобщенному
условию Громеки–Бельтрами







































𝑢𝑧 = 0. (5.3)
Здесь 𝐴 – положительная постоянная, имеющая размерность см2/c. Символами
𝐿 и 𝐻 обозначены положительные константы, имеющие размерность см. Опреде-
ленное таким образом векторное поле ?⃗? подчиняется равенствам
div ?⃗? = 0, (5.4)
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
− 𝜈∆?⃗? = 0. (5.5)
Подстановка (5.1) – (5.3) в (2.1) дает
?⃗? =
⃒⃒⃒⃒


























































































































Так как правая часть (5.6) отлична от нуля, течение не является однородно-
винтовым. Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что обобщенное ус-
ловие Громеки–Бельтрами (4.1) выполняется.











































































































































Подстановка (5.1) – (5.3), (5.7) в (4.12) дает



























Распределение давления, подчиняющееся ограничению (1.7), имеет вид





































Принимая во внимание (4.11) и (5.5), приходим к заключению об истинности ра-
венства (5.9). Таким образом, формулы (5.1) – (5.3) и (5.8) задают гладкое решение
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задачи Коши для системы Навье–Стокса. Оно было построено Джеффри Ингра-
мом Тейлором. Оценки (1.8) и (4.2) выполняются. По теореме 3 указанный набор
функций образует решение задачи Коши для квазигидродинамической системы.
Заключение
В данной статье приведены примеры гладких точных решений поставленной
задачи Коши, общих для систем Навье–Стокса и КГД. Однозначная разрешимость
задачи Коши для уравнений Навье–Стокса – одна из мировых проблем математи-
ки [14]. Аналогичная трудная задача для квазигидродинамической системы может
быть сформулирована следующим образом.
Нерешенная задача (Ю.В. Шеретов). Доказать существование и един-
ственность гладкого решения задачи Коши (1.1) – (1.2), (1.5), (1.7) для квази-
гидродинамической системы.
Если утверждение окажется неверным для бесконечно дифференцируемой и
ограниченной на R3?⃗? функции ?⃗?0 = ?⃗?0(?⃗?), то можно попытаться предъявить более
жесткие требования к начальному распределению скорости. Например, считать
функцию ?⃗?0 = ?⃗?0(?⃗?) бесконечно дифференцируемой и финитной на R3?⃗?.
Еще одно из возможных ограничений на ?⃗?0 может быть записано следующим
образом: для любого мультииндекса 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) и произвольного положитель-















𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 – целые неотрицательные числа, |𝛼| = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3, ?⃗? = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).
Кроме того, должна существовать такая положительная константа 𝐾, что для
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The coincidence of bounded in space at arbitrary instant of time homo-
geneously screw infinitely differentiable solutions of the Cauchy problem
for quasi–hydrodynamic system and Navier–Stokes system is proved. It is
shown that any smooth solution of Cauchy problem for Navier–Stokes sys-
tem that obeys the generalized Gromeki–Beltrami condition, as well as some
boundedness conditions in space, satisfies to quasi-hydrodynamic system.
Examples of solutions are given. The formulation of an unsolved problem
is given, in which it is required to prove the existence and uniqueness of a
smooth solution of Cauchy problem for the quasi–hydrodynamic system.
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